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Determinacion de la meior
forma de las columnas por
el merodo de las vartaciones,
LA
reparticion mas convenien­
te de la materia a 10 largo
de una columna es segun
M. Resal un problema que
no ha sido resuelto (Resar, Resistance de
Materiaux, Chap. J/ I, N.0 67). Sin em­
bargo es posible tratarlo con exitc acep­
tando las hipotesis corrientes de los in­
genieros sobre las deformacionee de las
piezas construidas con materiales homo­
geneos,
EI primero que se ha ocupado de esta
cuestion es Lagrange (Oevres de Lagrange,
T. I I, page 125. Memoire <Sur La Figure
des.CoLonnes.). EI lIega a la conclusion
que las columnas lIenas, en forma de
cuerpos de revolucion, deben ser cilin­
dricas para obtener con una cantidad de
material determinada 10 pieza que re­
sista el mayor peso posible.
Sin embargo dicha conclusion no es
aceptable. En el heche, los arquitectos y
los constructores de maquinas acostum­
bran inflar hacia la parte central algunas
piezas cuando estan cargadas de punta.
• • •
Una columna 0 pieza cargada de
punta, es decir: un solido elastico cuyas
ligazones le permiten s610 movimientos
Nota de don Alfredo Lagarrlgue pubJicada en
lw Anales de Itl Sociedad eienti/iea de Brusell1s.
debidos a deforrnaclones, cornprimidos
par dos Iuerzas iguales, de la misma
linea de accion y cuyas secciones nor­
males a dicha linea tienen en ella su
centro de gravedad; esta siempre en
equilibrio elastico, pero segun sea el
peso que la cargue dicho equilibrio sera
estable 0 inestable.
Nosotros llamaremos peso maximo
P que puede resistir una columna la
mayor fuerza a que puedan estar some­
tida en condiciones de equilibrio estable.
Para apreciar la naturaleza del equi­
libria debemos avaluar los trabajos
producidos en una deformacion virtual.
Una pieza recta comprimida resiste
siernpre en condiciones estables las de­
formaciones virtuales de comprension,
torsion y cisalle, pero no siernpre las
de flexion. Estas deformaciones, por ser
virtuales, pueden considerarse por se­
parade. Estudiaremos, por 10 tanto, solo
los trabajos virtuales producidos por
deformaciones de flexion.
Ademas limitarernos nuestro estudio
a piezas en las cuales no sea necesario
considerar la hipotesis de flexion gausa .
En tales condiciones, para saber si
una pieza puede resistir 0 no una carga
dada P debemos verificar si los trabajos
virtuales, que son siempre infinitamente
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pequefios de segundo orden, son nega­
tivos 0 positivos. Esta verificacton debe
ser hecha para la curva elastica la mas
desfavorable de todas, es decir, para
aquellas que hace maximo el valor de
los trabajos virtuales,
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Sea una columna de altura h cargada
con un peso P. Como la deformacion
debe ser virtual, el trabajo total produ­
cido tanto por la llcxion de la pieza
como por el descenso e del peso p. sera
con errores de orden superior:
•
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(I) La expresten del eeabejc molec:ular de
f1exi6n ca mas conoeide bajo la Iorma:
j'h Iv!'i --dx,o EI
Perc tenemos par otra parte:
de donde:
y de aqul:
M'
-- - r= E[EI .
Luego, como E es constante:
(h. J'h�J 0 �I- dx � lEo I v" dx,
en que E es el modulo de elasticidad del
material, J el momento de inercia de la
seccion que se encuentra a una distan­
cia x de la base e y la funcion de x que
define el desplazamiento horizontal -vir­
tual del centro de gravedad de la seccion.
La relacion que existe entre E y la
funcion y es, tornando en consideracien
que y es infinitamente pequefia:
(1) Esta condici6n ee obriene expresando I.
diferencia entre 18 longitud de 18 curve Virtual
y su cuerda .
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En efectc. saberno$:
de dcnde:
y"=dx-�'----
IH I+y"
Como y e y' virtuales son inAnitamente pe­
quefcs, se puede escrfbu-, despreciando errores
de orden superior:
d; .. 1 y''l dx,
y, en fin:
'h
.:& t I y"dx.,"
Para poder comparar y decidir cual
de dos formas de la curva elastica es la
mas peligrosa, sera precise imponerles
la condicion que procluzcan el mismo
deseenso • y entonces ver para cual de
elias el trabajo molecular es menor en
valor absolute.
La forma mas peligrosa de la funcion
y que define la curva elastica es entonces
aquella para la cual la integral siguiente
es minima:
con la condicion:
Este problema se resuelve par el
metodo de las variaciones buscando las
condiciones de minima de la integral:
en que ). es una constance que agregada
a las constantes arbitrarias que aparece­
rfm al hacer las integraciones, permit ira
a la funcion 'Y curnplir todas las condi­
ciones.
Dicha funci6n debe verificar la ecua­
cion diferencial:
dy' d" (Iy"))_._-+ ----- = 0,
dx dx'
ecuacion que integrada dos veces da:
A2 Y + I y" = a, x + a2,
La determinaci6n de la funcion y se
completa por media de las ccndiciones
en los lfrnitcs, que dependen de la natu­
raleza de las ligezones en los extremos de
la pieza. Elias son, ademas de las con­
diciones que impongan las ligazones mis­
mas, las que se obtienen de igualar 3 cero
los coeficientes de las variaciones que
queden arbitrarias en la eeuaci6n:
En el caso de cargas dirigidas, es
decir, de piezas articuladas en sus ex­
trerrudades, las ligazones imponen, )'0=0
e Jh = 0; y las variaciones que quedan
arbitrarias en los extremes son By'0 Y
�Y'h;porlo tanto, Ioy"o=Oe IhYh"=O
Con estas condiciones tenemas at = 0
y °2=0,
La ccuacion queda entonees
)_2 Y + I y"_D,
La funcion y que satislace esta ecua­
cion diterencial, determinando las cons­
tantes arbitrarias y la constante ). por
las condiciones yo = 0, �h = 0 e
fa\" dx = 2<, es la que define la cur­
va elastica mas des favorable,
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Su Investigacion no Sf puede efectuar
sin conocer esplicitamente la funclon J.
No obstante podremos encontrar el
valor del peso P en funci6n de A.
En efceto, si se introduce el valor de J
tornado de la ecuaci6n anterior y el
de e dado mas arriba. en la expresion
de �, se tiene:
Efcetuando por partes la segunda in­
.
tegral se lIega a:
Como la umca integra I que queda es
esencialmente posit iva, el signo de los
trabcjos virtuales depende unicamentc
del parentesis, Luego si p<E).2, cl equi­
librio es estable v si p>E).', cl equili­
brio es inestable
Por 10 tanto cl peso maximo P sera:
P = E)"
Se demuestra factlmeote que en otros
casos usuales de ligazones en los extre­
moe, el peso P tiene esta misrna expre­
si6n.
Si suponemos que en una columna
articulada en sus extremos el momento
de inercia es constante. se obtiene
para A, despues de integrar la ecuacion
y de acuerdo con las condiciones:
" (i--
A = 11---,
h
en que n es un numero entero. Escogien­
do n= I se tiene:
,,2 EI
P=-_·
h
Con 10 cual la f6rmula de Euler queda
demostrada por los trabajos virtuales.
• • •
Por 10 expuesto anteriormente vemos
que el peso maximo P es eI valor de
p que anula la expresi6n de �" 0 sea:
EfhP = - I y"2dx,2. o
calculando la integral para la funci6n y
que la hace minima y con la condici6n:
EI peso P queda entonees determina­
do cuando se conoee la funci6n I que
define el momento de inercia a toda al­
tura x, 0 sea I cuando se conoce la distri­
buci6n de la materia a 10 largo de la
columna.
EI problema que nos proponemos re­
solver es determinar la distribucion de
1a materia que conduce a1 mayor valor
del peso P.
Para esto es preciso agregar dos con­
diciones nuevas. Primero, que el volu­
men de la pieza sea dado y segundo, que
exista alguna relaci6n entre el momento
de mercia J y la sccci6n '" de la pieza.
Sin cstas condiciones se podrla au­
mentar indefinidamente el valor del
momenta de inercie, sea empleando una
cantidad infinita de materia, sea ale­
jando la materia de que se dispone del
eje de la columna,
La primera de estas condiciones no=
da:
La segunda sera una relacion entre
I y '" que dependera de alguna condi-
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ci6n arbitraria, extrafia al problema que
estamos tratando. Por ejemplo, ella
seria I = k,,,,. si quisieramos que las
secciones fueran figuras semejantes: si
desearamos reforzer las alas de un
doblete, la relacion serla aproximada­
mente r= 10 + /""'; etc.
Segun �to podemos concluir que para
encontrar la mejor distribucien de la
materia debemos bus rr solamente dos
funciones de .t, a saber, y y "', tales
que la primera haga minima la integral
ih I v" dx suponiendo '" constante y
In segunda la haga maxima suponiendo
que y no varia. Estas funciones estan,
por otra parte, sometidas a las condi­
ciones:
Aunque no puede decirse que este sea
propiamente un problema de maxirnos
y minimos, "I debe ser tratado como si
10 fuera, es decir, es preciso buscar dos
funciones y y ., tales que sus variacio­
nes infinitesimales no alteren la integral:
en que ). y p. son constantes que perrni­
tiran a las funciones satisfacer todas las
condiciones.
Este problema debera ser tratado es­
pecialmente en cada caso.
Veremos como ejemplo las columnas
cuyas secciones son figuras semejantes.
La integral se transforma entonees
como sigue:
Las lunciones buscadas deben satis­
facer las ecuaciones:
d y' d" (.,2 y"))_'-+K = o.
dx dx'
Integrando dos veees la primera se
tiene:
Las variaciones en los limites deben
satisfacer la ecuaci6n:
Veamos solamente el caso de cargas
dirigidas. Entonces, Yo=O e Yh=O,
y �y'0 Y 0Y'h son arbitrarias, lue­
go (l)o2y"o=O y OOh2 Yh"=O. 0, mas
bien, infinitamente pequefios de tercer
orden. Se ve entonces que roo Y "'h son
infinitamente pequcfios de orden 413,
porque p. debe ser, por homogeneidad
infinitesimal, un infinitamente pequefio
de segundo orden.
EI sistema se reduce as! a:
).2 Y + kro2 v" = 0,
k roy'" ,. p.
Eliminando y y poniendo
4 ).2
a=--
3k
se tiene:
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De donde iruegrando:
Como "'0 = 0 Y "'h = 0 se tiene:
(1)'0 = + 00 Y ro'h = - ()Q, aceptando
que la funci6n tu ha de ser continua,
Dtferenciando la ecuaci6n anterior
�
y sustituyendo 00' = a cotg. -2"' se obtie-
ne finalmente el sistema parametrico:
"' = � (I - cos �)
2 a'
a' h
So lIega a tener k, = 0 y k, =--
1<
por las condiciones que si � = 0, r = 0
Y si � = 21<, X = h Tambien se en-
41< Q I di .-cuentra, a = Th . per a con cron
lah", dx = V, lIamando g la secci6n
edi
V
m 18-·
h
Luego la forma mas ventajosa de las
columnas de secciones semejantes est!
definida por las ecuaciones:
2
"'= 3Q (I-cos&),
h
x = -- (�-sen lJo),
2"
Como la expresi6n del peso P es,
cualquiera que sea la forma de la co­
lumna, P = £).', obtenemos, recordando
que ;.' = 2_ ka':
4
P = _4_ ,,2E�
3 h2
en que 1m es el momenta de inercia
HZ' de la secci6n media.
Podemos concluir en este caso que la
columna de 13 mejer forma posible re­
siste Ii 3 mas que aquella del mismo pe­
so y de perfil semejante pero constante.
Santiago, de Chile, Diciembre de 1926.
